UNIVERSITE MOHAMED ler SMA-SMI Semestre 2
FACULTE DES SCIENCES Algebre 2
Département de Mathématiques Control Final
et Informatique Année 2008/2009
Oujda Durée 3 heures

Session ordinaire du printemps 2009
http://webserver.iam.net.ma/"chellali/sma?2
mustapha.chellaliQgmail.com
Les Problemes I, IT |, IIT et TV sont indépendants
Solution

I Soit A un anneau. m = Car(A) la caractéristique de A.

1 Montrer que Vz € A (z +1)° = 2% + 5z + 1023 + 1022 + 5z + 1

Réponse : (z+ 1) =(z+1)(z+1)=a’4+z+2+1=24+22+1
(z+1P =(x+1)*(xz+1) = (2 + 22+ D) (z+1) =23+ 22+ + 22+ 22+ 1 =
2® + 32 + 3z + 1

(+DrP=(@+1Px+1) =2 +3%+3"+or+2°+ 322+ 32+ 1 =
ot +42% + 627 + 4z + 1

(z+1P° =(z+1)*(z+1) =25 +4a* +62% + 422 + v+ 2* + 423+ 62% + 4o+ 1 =
2° + 5zt +102% + 102% + 5z + 1 O

Autre Réponse :(Acceptable) Comme z et 1 commutent, le formule du
bindéme s’applique O

Dans la suite, on suppose que A vérifie : Vo € A ¥ =x

2 Montrer que Yz € A 30z = 0 (remplacer x par 2x)

Réponse : Remplagons x par 2z, il vient (2x)% = 2z, soit 32z° = 2z, soit
32z = 2z, soit 30x =0 [

3 Montrer que m divise 30

Réponse : Vo € A 30x = 0, par définition de la caractéristique, cela
entraine m divise 30 ([l



4 On suppose que m divise 2

i.

ii.

iii.

Montrer que Vo € A 5(xt — ) =

Réponse : On a
(z+1)° =z+1=2+1 =2 +52" +102> + 102>+ 50 +1 = 2° + 52" + 5 +1

Car comme m divise 2, on a Vz € A 20 = 0, donc 1023 = 0 et 1022 = 0

Donc
r+1=2"+5x" +5r+1=a+5@"+1)+1donec 5@ +2)=0
remplagons x par —z il vient 5(z* — z) =0 O

Autre Réponse : Appliquer directement la formule du binome a
(r —1)° O

En déduire que Ve €¢ A 2t —2 =0

Réponse : On a

0=5(z"—2)=4(z'—2)+ (2" —2) =0+ (z* — 2) O

En déduire que Vx € A 2? = z (On rappel que comme conséquence,
d’aprés TD, A est commutatif)

Réponse : On a z* = z, donc 2° = 22 soit 22 =« O

5 On suppose que m divise 3

i.

Montrer que Vz € A 5(xt + ) = —10(23 + 2?)

Réponse : On a
r+1 = (z+1)° = 2°+52"+102° +100* +52+1 = o+52"+102° + 102> +52+1
donc

52 +102° + 1022 + 52 =0



donc

5(z' + 1) = —10(2® + 2?) O

ii. En déduire que Vo € A 2*+ 2 =2 + 23

Réponse : Comme m divise 3, on a Vz € A 3x =0, donc

5(t 4 2) = (6 — 1) (a* +2) =6(* +2) — (2 +2) =0— (2 +2)

de méme
—10(z* +2%) = (=9 - 1)(2* + 2*) = 0 — (2 + 2?)
donc
—(2* 4+ 1) = — (2 + %)
donc

2+ =a23+ 22 O

iii. En déduire que Yz € A 274 = 222

Réponse : On a Vz € A 2t 4+ 1 = 23 + 22, remplacons x par —z il
vient aussi Vz € A 7 — 2 = 2% — 23, additionnant membre & membre

les deux égalités, il vient :

Ve e A 21t = 242 O

iv. En déduire que Vo € A 2% = z (On rappel que comme conséquence,

d’apres la session de Juin 2008, A est commutatif)

Réponse : Toujours parceque m divise 3, on a 2z = (3 — 1)2* = —z*,

De méme 222 = —22, donc —2* = —22, donc z* = 22, donc z° = 2? donc

B =z O

6 On suppose que m divise 5, Soient z,y € A, soit n € {1,2,3,4}.

i. En écrivant (nx + y)® = nx + y, déduire qu’il existent Ay, Ay, A3, Ay € A
tel que
(%) ntA; +ntAs +n?A; +nAy =0



ii.

iii.

Réponse : Tenant compte que z,y ne commutent pas nécessairement |,
on a

(nz +5)° = (nz +y)(nx + y)*(nx + y)?
soit
(nx +9)® = (nx + y)(n*z” + n(zy + yz) + v°) (n’z® + n(zy + yz) + v°)
soit

(nx +y)° = n°2° +n' Ay +n*Ay +n?A; +nAy+9°
Ay = 2ty + 2PPyx + 2Pyr? + ay® + yat
Ay = P24ty eyt e Lt yay oyt yy sty ryay s Foyry s yatyx
Ay = oy’ ytyay? oty +y ey s dyey oty et oyay Syayry+ayay

A, = y4x + yS:Ey + y2my2 + y:z:y?’ + xy4
On a done

nz +y = (nx+y)® =n’2® +n'A +nPAy +n?As + nAy+ P

=nx +ntA +ndAy + n?A5 +nAs+y

car n°z® = (nx)® = nx, donc

ntA; +n3Ay +n2As +nAL =0 O

Montrer que A, = zty + 23y + 2%y2? + xya® + ya!

Calculer x4, — Az

Réponse :

1A —Ax = v(*y+Pyr oty fayst hyat) — (oty 2t yr oty oya® Fyat) e

=2y —yx U



iv. Montrer que A; = 0 (on pourra sommer la relation (*) pour n = 1,2, 3,4)

Réponse : Avec n=1,2,3,4 il vient :

A+ Ao+ A3+ A, =0
164, + 845 +4A3+24,=0 soit A+ 345 +4A43 +24, =0
81A; + 274y + 943+ 34, =0  soit A +2A4,+4A43+34,=0
256 A1 + 6445 + 1643 +4A4, =0 soit Al +4A+ A3+ 44, =0

Additionnant les quatre égalités, il vient 44; = 0, soit —A; = 0, donc
Al == 0 |:|

v. En déduire que A est commutatif

Réponse : 0 =24, — Ayx =2y — yx 0

7 Pour n € Z on note nA = {nz | x € A}. On a admet que 104,6A4,15A sont
des anneaux pour les lois induitent respectivement par + et .

i. Montrer que Car(104) divise 3, Car(6A) divise 5, Car(15A4) divise 2

Réponse : On a 3(104) = 304 = {0}, donc Car(104) divise 3 O

ii. Montrer A est commutatif.

Réponse : D’apres 6,5 et 4 on a 64,104 et 154 commutatifs, donc Vz,y €
A ona

626y = 6ybx (1)
10210y = 10y10z (2)
15215y = 15yl5z  (3)

On a pged(6,10,15) = 1, donc pged(62,10%,15%) = 1, donc il existe u, v, w €
Z tel que :



u6? + v10% + w15* = 1
Formons u(1) + v(2) + w(3), il vient

TY = YT U

II Soit dans R(X) la fraction

X4
(X2 4+ X +1)(X —1)2

1 Montrer que pged(X? + X +1,(X —1)?) =1

Réponse :

X?4+X+1 | X?2-2X+1 3X
X2-2X +1 1 X/3-2/3
3X X2
—2X +1
—2X
1£0

Donc X2+ X + 1 et X? — X — 2 sont premiers entre eux. O

2 Trouver U,V € R[X] tel que

UX*+X+1D)+ V(X -1)2=1

Réponse : Posons A= X2+ X +1et B=X?2—-2X 41, on a donc

A=DB+3X

B = (3X)(X/3—2/3) +1

Donc



B=(A-B)(X/3-2/3)+1
Donc
(X/3+1/3)B—A(X/3-2/3)=1

On peut aussi permuter les roles de A et B, cela donne

X?—2X+1 | X?2+X+1 —3X
X?+X+1 1 -X/3-1/3
—3X X2
X +1
X
140

Donc B = A—-3X et A = (-3X)(—X/3—-1/3) + 1 d’olt on tire la méme
relation

(X/3+1/3)B— A(X/3-2/3)=1 O

3 Décomposer F' en éléments simples dans R (X).

Réponse :
Multiplions cette relation par X* et divisons par AB il vient

XHX +1) XX —2)

3(X2+X+1) 3(X2—-2X+1)

4 Pour décomposer F' en éléments simples, il suffit de décomposer chacune de
ses composantes
X4X +1) ‘ XHX —2)
3(X2+ X 1) 3(XZ—2X +1)

et soustraire les deux résultats.
XHX +1)
3(XZ+X+1)

e Décomposition de

On calcul le quotient de la division euclidienne de

X' (X +1)/3par X? +X +1



X5 4+ X4 X2+ X +1
X4+ X4+ X3 [ XP—X+1
X3
—-X?-X?-X
X’ +X
X2+ X +1

Donc
X+ X' =(X-X+1D)(X*+X+1) -1
Donc
(X°+XY/3=(X-X+1)(X*+X+1)/3-1/3

D’ou la décomposition

XHX+1) o, 1
szrxtn N X HUB s e
XX —2)

e Décomposition de 37— 2% +1)

On calcul le quotient de la division euclidienne de

XYHX —2)/3 par X* —2X +1

XY X —-2)/3=(X*-2X+1)(X’ - X —2)/3+(-3X+2)/3
et on a

X2 2X +1=(X—1)*

X4HX -2
Par suite la décomposition de 37X (_ 5% _2 1 s’écrit
X4X —2) o s
=(X*-X—-2)/3
3XZ—ox +1) B+ x -ty -q
X4X —2) —1
= ()= —
“ 5 =73
X4X - 2) Lo X —2Xt41l Xt XPoX?ToX -1
3(X2—-2X+1) 3(x—-12  3(X-12 3(X —1)
Donc
Xo—2X*+1 X'-XP-X?2-X-1 I
= =(X*-X-2)/34+ ——
3(X —1)? 3 — 1) ( B3+ ¥

Xt - X3-X?2-X-1

B= : (1)=-1




D’ou la décomposition de F'

1 1 1
F=1-
X2+ X +1) 3(X -1 X—1

On peut aussi décomposer directement F

aX +b Q b
F =
Q+X2+X+1++(X—1)2+X—1

Q est le quotient de la division euclidienne de X* par (X% + X +1)(X?—2X +
=X+ . s0it Q=1
On pose h = X — 1, alors

X4 (14 h)* _14+4h+0(R?) 1

— = = - +h+O(h
X?24+X+1 (A+h2+(1+h)+1 3+3h+0(h? 3+ +O)

1
d’ohazgetﬁzl
Calcul de a X + b

e Méthode 1

On a
X4

XX 4=
W+ X+ DF = v

On cherche U tel que

UX?-2X+1)=1-V(X?+X +1)

1
On a trouvé U = —g(X +1). Alors aX + b est le reste de UX* par
X’ +X+1
On trouve
1
aX—i—b:TestedeX4UparX2—|—X—|—1:—_g

e Méthode 2 (Méthode par developpement limité)

On pose h = X? + X + 1, on cherche un ”developpement limité” & 1'ordre
lde X1/(X2—X —2)en h. On a

Xt (h—X -1 (X +1)2+0(h)

X2-2X+1 -3X+0(h)  -3X+0(h)




Soit

X _ X+0(Mh)  X(X+1)+0(h)
X2-X -2 =3X+0(h) =-3X(X+1)+0(h)
Soit
X4 -1+ O(h) 1
= - h
Y -x-2 350m _ 3 oW
Donc
1
X+b==—2
aXx + 3

Autre méthode de décomposition de I
X4
(X?2+X+1)(X-1)(X -1

et on applique la formule du cours :

1 1 1 X+a+tao

(X —a)(X2+aX +D) ~ T taa b X—a XZraxil

III Soit K un corps commutatif. Soient A € My, ,,(K) une matrice (m,n), B € M, ,(K)
une matrice (p, q)

1 A quelle condition le produit AB est définit
Réponse : n=p 0

2 A quelle condition les produit AB et BA sont définis
Réponse : n=p g=m O

3 Pour une matrice carrée C' = (a;;), on appel trace de A le scalaire tr(C) =
> ;i Montrer que si AB et BA sont définis, alors

tr(AB) = tr(BA)

Réponse : Posons AB = (c;;) € M (K) et BA = (c};) € M,(K)

m m n n n

tT(AB) = Z Ciyy — Z Z aikbki = Z Zbkiaik = chsk = tT(BA) I

=1 i=1 k=1 k=1 =1 k=1



4 On suppose AB et BA définis. Montrer que si I — AB est inversible , alors
I'— BA est inversible. (I et I’ matrices identité)(On cherchera son inverse sous
la forme I' + BX A, X matrice a préciser)

Réponse : Soit X l'inverse de I — AB, on a

(I'-BA)(I'+BXA)=I'"-BA+BXA-BABXA=I'+B(-I+X-ABX)A

= I'+B(—I+ (I —AB)X)A = I
De méme

(I'+ BXA)(I' = BA)=I' O

IV Soit 'application f : R?® — R?
(1’17[B27ZE3) — (1’1 -+ 2.172 — T3,T1 — To — ?)ZEg)

1 Montrer que f est linéaire.

2 Soient B;, B, les bases canoniques respectivement de R?® et R2. Calculer
MB1B2 (f)

Réponse :

wnin=(1 23
3 Pour v € R® et w € R?, écrire matrciellement la relation f(v) = w.
Réponse :
x
() (=)= (n) o
4 Donner une base et la dimension de Ker(f).

Réponse :

ker(f) = {(gl‘g,;fﬂg,l) | 23 € R} =< (7,-2,3) >



=7 -3
= {(71‘27‘@27 71;27 ]-) | Ty € R} =< (_7,2, —3) >

2 3
= {(]717—?11317 ?1’1) | r1 € R} =< (7, —2,3) > ]

5 Donner une base et la dimension de Im(f).

Réponse :

Im(f) =< (1,1),(2,-1),(—1,-3) >=< (1,1),(1,—1) >=< (—1,-1),(2,—-1) >

6 Vérifier la relation liant dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).

Réponse : dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) =2+ 1= 3 =dim(E) O



